Teste neparametrice
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Testele parametrice funtioneaza in ipoteza in care datele selectate urmeazd o repartitie normald sau volumul
acestora este suficient de mare, pentru ca aproximarea cu repartitia normald sd fie valida. Apare astfel intrebarea
dacd mai putem afla informatii despre repartitia datelor sau despre parametrii variabilei in cazul in care volumul
datelor este redus sau avem dubii In ceea ce priveste normalitatea lor.

Testele neparametrice ar putea oferi un rdspuns pozitiv la aceastd intrebare. Acestea sunt teste statistice in
cadrul cdrora nu se fac presupuneri asupra formei repartitiei. Ele nu verifica valorile parametrilor traditionali,
de aceea mai sunt cunoscute si sub titulatura de metode firi parametri (en., parameter-free methods) sau metode
fiird repartitie (en., distribution-free methods). Testele neparametrice pot fi utilizate atunci cand sunt dubii asupra
normalitdtii datelor statistice.

Se pot construi teste neparametrice corespunzatoare fiecdrui test parametric studiat mai sus, insa aceste teste
neparametrice sunt, in general, grupate in urmaétoarele categorii:

o teste pentru diferenta dintre grupuri (pentru selectii independente). Este cazul compardrii mediilor a doua
selectii ce provin din populatii independente. De reguld, dacd ipotezele acestuia sunt indeplinite, atunci
se utilizeaza testul t. Variante neparametrice ale acestui test sunt: testul Wald-Wolfowitz sau testul Mann-
Whitney.

o teste pentru diferenta dintre variabile (pentru selectii dependente). Utilizat la compararea a doud variabile
ce caracterizeazd populatia din care s-a luat selectia. Teste neparametrice utilizate: testul semnelor, testul
Wilcoxon (signed-rank).

e teste pentru relatii intre variabile. Pentru a determina corelatia intre doua variabile, de reguld se utilizeaza
coeficientul de corelatie al lui Pearson. Existd variante neparametrice ale testului bazat pe coeficientul de
corelatie Pearson, e.g., coeficientul R (Spearman), coeficientul ¢ (Kendall) sau coeficientul G' (Goodman gi
Kruskal).

Avantajul testelor neparametrice este cd sunt mai robuste, adicd folosesc mai putine ipoteze decat testele
parametrice. Testele neparametrice nu au nevoie de o repartitie a priori cunoscutd a datelor observate sau de
un volum mare de date. Totusi, efectul lipsei unor ipoteze restrictive face ca puterea unui test neparametric
sd fie (in general) mai micd decat a testului parametric corespunzator (care ar fi folosit dacd ipotezele sale sunt
satisfacute). Astfel, in cazul unui test neparametric sunt sanse mai mici ca ipoteza nuld sa fie respinsd atunci
cand ea este, in realitate, falsd. Acest fapt inseamna cd valoarea P, este mai mare in cazul unui test neparametric
decat in cazul testului parametric corespunzator, calculatd pentru acelasi set de date. Testele neparametrice pot
fi singurele optiuni pentru analiza datelor statistice in urmatoarele cazuri: datele sunt ordinale, datele sunt fara
valori numerice, datele contin valori aberante extreme sau in cazul in care datele sunt rezultatul unor masuratori
imprecise. Dacad s-ar dori analiza acestor date folosind teste parametrice, vor fi necesare ipoteze restrictive asupra
datelor, cum ar fi ipoteza de normalitate.

In general, daca atat metodele parametrice cat si cele nonparametrice sunt aplicabile unei anumite probleme,
ar trebui sa utilizam procedura parametricd mai eficientd. Cu toate acestea, presupunerile pentru metoda para-
metricd pot fi dificile sau imposibil de justificat. De exemplu, datele pot fi conectate prin intermediul rangurilor.
Aceste situatii apar frecvent in practicd. De exemplu, un complet de judecdtori poate fi utilizat pentru a evalua
10 tipuri diferite ale unei bauturi rdcoritoare pentru o calitate globald, cu formularea ,cea mai bund” rangul 1,
formularea ,,cel mai bun urmator” a fost atribuitd cu rangul 2 si asa mai departe. Este putin probabil ca datele
de tip rang sa satisfacd conditia normalitatii. Multe metode nonparametrice implicd analiza rangurilor si, in
consecintd, sunt ideale pentru acest tip de probleme.

1 Testul semnelor

Testul semnelor se mai numeste si testul medianei. Este un test neparametric bazat pe semnele anumitor valori si
nu pe valorile in sine. Testul semnelor este util atunci cdnd avem date ordinale (grupate pe categorii ordonate),
fard a sti valorile numerice ale diferentelor dintre categorii. Daca valorile numerice sunt cunoscute, atunci se
poate folosi un test mai puternic, e.g., testul rangurilor cu semn al lui Wilcoxon. Este unul dintre cele mai
simple teste statistice neparametrice. Pentru ca acest test sd poate fi utilizat, trebuie ca datele statistice observate
sd fie alese aleator si independent din populatia consideratd. Acest test verificd valoarea centrald a setului de
date observate si nu impune nicio ipotezd referitoare la repartitia datelor. La testul ¢ clasic, valoarea centrald



testatd este media (in conditiile normalitdtii datelor sau pentru un volum suficient de mare de date), iar la testul
semnelor se testeazd valoarea mediand a observatiilor. Dacéd setul de date este simetric (asa cum este cazul
datelor empirice pentru o repartitie normald), atunci valoarea mediana este egald cu media. In acest caz, testul
semnelor poate da informatii despre media datelor observate, desi este un test mai putin precis decat testul ¢.
Conditiile testului: Datele x; ,...,x,, sunt observatii aleatoare si independente asupra unei caracteristici con-
tinue X a unei populatii.
Ipoteza nula:

(Hp) : Me = Me* (valoarea mediand a datelor este o valoare datd, Me™),
la nivelul de semnificatie «. In functie de ipoteza alternativé, putem avea un test unilateral sau un test bilateral.

Test unilateral stanga: Test bilateral:
(H1), : Me < Me*. (Hy): Me # Me*.

n . . * _ _
Statistica test este S* — S — Zl{$i<M6*}- Statistica test este S* = S = max {S.,S5>}.

i=1

unde S este numarul datelor mai mici decat Me*.

Pentru testul unilateral dreapta, ipoteza alternativa este (H,), : Me > Me*, iar statistica test este S* = S5 =
>l {z:>Me}, adicd numdrul datelor mai mari decat Me*.

Dacd ipoteza nuld este adevaratd si mediana este Me , atunci S este o variabild binomiald S ~ B (n,0.5). Pe
baza acestor statistici se calculeaza nivelul de semnificatie observat, P,, care reprezintd probabilitatea de a obtine
un rezultat cel putin la fel de extrem ca si cel observat, dacd ipoteza nuld este adevaratd. Vom avea:

cazul unilateral: P, =P (S > 5%); cazul bilateral: P, =2P (S > S5*),

unde S ~ B (n,0.5) . Dacd valoarea P, este mai mare decat o, atunci acceptdm ipoteza nuld (nu avem motive sa
o respingem). Altfel, acceptdm ipoteza alternativa.

Egalitate in Semnul testelor. Deoarece populatia pentru care caracteristica investigatd X este consideratd a fi
continud, P (X; = Me*) = 0. Cu toate acestea, In practicd, datoritd modului in care sunt culese datele empirice,
aceasta valoare mediana poate fi chiar atinsd. Atunci cand se IntAmpld acest lucru, aceste masurdtori sunt elimi-
nate si se aplicd Testul semnelor pentru datele rdmase.

Observatia 1.1 Dacd volumul observatiilor este mare (e.g. n > 10) si S* ~ B(n,0.5) atunci, conform Teoremei Limitd
Centrald, repartitia binomiald este bine aproximatd prin intermediul unei repartitii normale. Prin urmare, repartitia test
folositii este S* ~ N (n/2,/n/2). In acest caz, testul pentru mediand se poate face pe baza statisticii

S*—n/2
vn/2 '

Decizia finalii se ia astfel: respingem ipoteza nuld (H) dacd

Zy = cu valoarea sa calculati in datele empirice obtinute zy,

20 < —Z1—a (pentru (Hy),), 20 > Z1—a (pentru (Hi),), |z0| > z1—2 (pentru (Hy)),

a
unde z1_, i z1-g sunt cuantilele (tabelate) ale repartitiei normale standard.

Exemplul 1.1 Montgomery, Peck si Vining (2001) prezinti o analizid asupra unui motor racheti legind informatiile unui
propulsor de aprindere de cele ale unui propulsor de sustinere, in interiorul unei carcase metalice. Rezultatele testdirii a 20
de motoare selectate la intdmplare sunt prezentate in tabelul urmditor. Am dori sd testdm ipoteza conform cireia forta de
forfecare medie intre cele doud tipuri de motoare este de 2000 psi, folosind un prag de semnificatie o« = 0.05.

Observatia ~ Forta  Diferenta  Semn Observatia  Forta  Diferenta  Semn
1 2158.70  158.70 + 11 2165.20  165.20 +
2 1678.15 —321.85 — 12 2399.55  399.55 +
3 2316.00  316.00 + 13 1779.80 —220.20 —
4 2061.30 61.30 + 14 2336.75  336.75 +
5 2207.50  207.50 + 15 1765.30 —234.70 —
6 1708.30 —291.70 — 16 2053.50  53.50 +
7 1784.70 —215.30 — 17 2414.40  414.40 +
8 2575.10  575.10 + 18 2200.50  200.50 +
9 2357.90  357.90 + 19 2654.20  654.20 +
10 2256.70  256.70 + 20 1753.70 —246.30 —



Formuldm ipotezele
(Hyp) : Me = 2000 versus (Hy) : Me # 2000,

iar pragul de semnificatie « = 0.05. Avem S. = 6, Ss. = 14 si S = 14. Probabilitatea criticd este, stiind ci repartitia
caracteristicii investigate este I3 (20,1/2) :

20

1
Py=2-P(S>14)=2) 0502% =0.1153 > 0.05 = a,

k=14
deci, in consecintid nu putem respinge ipoteza nuld. Aceasta tnseamnd ci numdrul de semne + observate nu este suficient de
mare sau de mic pentru a indica ci valoarea mediani este semnificativ diferitd de valoarea de 2000, la un nivel de semnificatie
0.05.

Aplicdim acum procedura de aproximare prin normalizare. Respingem ipoteza nuld daci |29| > 20025 = 1.96. In
situatia consideratd,

14 —20/2
z0 = 14-20/2 _ 1.789,
V20/2

adicd nu sunt motive suficiente pentru respingerea ipotezei nule, concluzie deja obtinutd prin abordarea binomiald.

Codul MATLAB corespunzitor este:

x = [2158.70;2165.20; 1678.15; 2399.55; 2316.00; 1779.80; 2061.30; 2336.75; 2207.50; 1765.30; 1708.30; 2053.50;
1784.70; 2414.40; 2575.10; 2200.50; 2357.90; 2654.20; 2256.70; 1753.7];

m = 2000;

[p, h] = signtest(z,m)

[p, h, stats] = signtest(x,m)

Obtinem:

0.1153 0 zval : NaN
sign : 14

2 Testul semnelor pentru date perechi

Vom numi date perechi un set de date bivariate (date ce contin doud valori, adica de forma (z; ,y;);_, ce reprez-

intd observatii asupra aceleiasi caracteristici, intre cele doud componente existind madcar o legaturd. Pentru

aceste seturi de valori, ipoteza de independenti intre seturile de valori (x;)!-_, si (y;);—,nu mai este satisfacuta.
Exemple:

¢ masele corporale ale unor persoane inainte si dupd o anumita dietd (se doreste a studia efectul dietei asupra
masei corporale);

e notele elevilor la testarea initiald la Matematica si notele acelorasi elevi la teza de Matematicd (se urméareste
testarea progresului facut de elevi intr-un semestru);

e starea sdnatdtii unor bolnavi inainte si dupd administrarea unui tratament (se urmareste testarea eficientei
tratamentului);

e salariile individuale pentru un numar de perechi sot - sotie (se urmdreste testarea diferentelor salariale
intre soti).

Considerdm X si Y douad variabile dependente intre ele. Pentru a compara mediile celor doud variabile nu se
poate aplica festul t pentru diferenta mediilor, deoarece ipoteza de independentd dintre X si Y este una de baza
pentru aplicabilitatea testului t. Vom vedea mai tarziu (vezi testul ¢t pentru date perechi) cum putem testa daca
mediile sunt egale.

Deocamdatd, sd ne indreptdm atentia asupra medianelor variabilelor.



Presupunem ci (x1,41) -+, (Zn , Yn) sunt datele perechi observate asupra variabilelor (X, Y). In multe apli-
catii se doreste a se determina cum este X fatd de Y. Pentru aceasta, se considera diferentele d; = z; — y; -

Conditiile testului: Se presupune ci d; ,...,d, sunt independente si provin dintr-o populatie continud, de
mediand Me.
Ipoteze:
(Ho): Me =0, (diferentele dintre valorile perechi au mediana 0)
(Hy) : Me #0.

Se pot considerd si teste unilaterale, dacd (H1)s : Me < 0sau (Hy)q: Me > 0.
Ipotezele de mai sus pot fi testate folosind testul semnelor descris anterior, dar acest test nu verifici daca
medianele celor doua selectii, Mex si Mey , sunt egale.

Exemplul 2.1 Un dezvoltator auto studiazi doud dispozitive de mdsurare pentru un sistem de injectie, pentru a determina
dacd ele diferi in performanta medie. Sistemele, instalate pe 12 autoturisme, furnizeazi datele din urmitorul tabel. Utilizim
testul semnelor pentru date perechi pentru a determina.dacid consumul este aproximativ egal in medie, pentru un nivel de
semnificatie 0.05.

Masina 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Sistem 1 (z;) 17.6 19.4 19.5 17.1 15.3 15.9 16.3 18.4 17.3 19.1 17.8 18.2
Sistem 2 (y;) 16.8  20.0 18.2 16.4 16.0 15.4 16.5 18.0 16.4 20.1 16.7 17.9
Diferenteled; 0.8 —0.6 1.3 0.7 -07 05 —-02 04 0.9 —-1.0 1.1 0.3

Semmnul + - + + - + - + + - + +

Ipoteze formulate sunt:
(Hp) : Me =0, versus (Hy) : Me # 0,
pentru o = 0.05. Statistica folositd este S* = S = max{S<, S }. Tnbelul arati ci S« = 4, S5 = 8, deci S = 8. Prin
urmare, probabilitatea criticd este
2 1

P,=2-P(S>8)=2 C

b8 lzﬁ > 0.05 = a,

deci nu putem respinge ipoteza nuld.

Codul MATLAB corespunzitor este:

z = [17.6;19.4;19.5;17.1;15.3; 15.9; 16.3; 18.4; 17.3; 19.1; 17.8; 18];
y = [16.8;20.0; 18.2; 16.4; 16.0; 15.4; 16.5; 18.0; 16.4; 20.1; 16.7; 17];
[p, h, stats] = signtest(x,y)

Obtinem:
p = h = stats =

0.3877 0 zval : NaN
sign : 8

Dacé caracteristica studiatd este repartizatd normal, atunci pentru testarea medianei se poate utiliza fie testul
de semn fie testul ¢.Testul ¢ are cea mai micd valoare pentru erori de tipul II, printre toate testele unilaterale cu un
nivel de semnificatie prestabilit sau printre teste bilaterale cu regiuni critice simetrice. Prin urmare, este superior
testului semnelor in cazul caracteristicilor normale. Daca populatia este simetricd si ne-Gaussiand, dar cu medie
finitd, testul ¢ va avea o eroare 8 de tipul II mai mica decat testul semnelor (deci o putere 7 = 1 — 8 mai mare).
De aceea testul semnelor este considerat mai curand o precedura pentru testarea valorii mediane, decat un test
statistic veritabil. Testul Wilcoxon bazat pe ranguri cu semn va fi de preferat si dd rezultate bune in comparatie
cu testul ¢ pentru caracteristici ce au repartitii simetrice.

3 Testul Wilcoxon bazat pe ranguri cu semn (Signed-Rank Test)

Testeazd valoarea centrald a unui set de date. Este folosit ca o alternativa pentru testul ¢ pentru medie cand
ipotezele acestuia nu sunt verificate. Astfel, testul signed rank al lui Wilcoxon este utilizat pentru verificarea daca



un set de date provine dintr-o distributie continua, simetricd, de o anumitd medie (deci si mediand), in cazul in
care datele observate nu urmeazd neapdrat o repartitie Gaussiand.

Conditiile testului: Datele z ..., z, sunt observatii aleatoare si independente asupra unei caracteristici con-
tinue X a unei populatii, de mediana Me.

Ipoteze statistice:

Teste unilaterale Test bilateral
(Hp) : Me = Me*, (Hp) : Me = Me*,
(Hy),: Me < Me* (sau (Hy),: Me> Me*). (Hy) : Me # Me*.

Pentru a efectua testul, proceddm astfel: dacd admitem ipoteza nuld, atunci Me = Me*. Ordonam urmatoarele
valori in ordine crescdtoare:|x; — Me*|,..., |z, — Me*|. Determindm rangurile asociate acestor valori, iar statis-
tica test va fi N

S = Zi_lrang (|lw; — Me*|: 21 — Me* > 0),

iar valoarea statisticii, evaluata in datele empirice o notdm cu s .
Regiunile care duc la respingerea ipotezei nule sunt:

. nn+1
sy > ¢y, pentru testul unilateral dreapta, s < % —csau sy > ¢,
n(n+1) . A :
54 <cg = — c1, pentru testul unilateral stanga. pentru testul bilateral.

Valorile critice ¢, ¢; si ¢z sunt date tabelate pentru testele Wilcoxon bilaterale si unilaterale, cu diverse valori
pentru pragul de semnificati . Aceste valori critice verificd

PSSy >c)~a si P(S;>c¢)~a/2, atuncicand ipoteza (Hp) este adevarata.

Exemplul 3.1 Un producdtor de cereale ambalate doreste si verifice dacd un utilaj functioneazi corespunzitor. Acesta
trebuie sd umple pungi cu o cantitate medie de 460g. Pentru o selectie aleatoare de 15 pungi, gramajele mdsurate sunt:

454.4 470.8 447.5 453.2 462.6 445.0 455.9 458.2 461.6 457.3 452.0 464.3 459.2 453.5 465.8

Se presupune cd abaterile de la valoarea mediand pot fi in egald mdsurd la dreapta sau la stdnga, datoritd simetriei dis-
tributiei. Formuldm ipotezele:

(Hp) : Me = 460, versus (Hy) : Me # 460.
Tabloul datelor, pregitit pentru utilizarea testului Wilcoxon este:

Magnitudine 0.8 1.6 1.8 26 27 41 43 56 58 6.5 6.8 80 108 12,5 15.0
Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Semn - + - + - - + - + - - - + - =
Avem s; =2+ 4+ 7+ 9+ 13 = 35. Prin urmare, valoarea critica tabelata c este 25,iarn (n + 1) /2—c=95si
P(S; >95) =P (5S4 <25)=0.024, atuncicand ipoteza (Hy) este adevarata.
Deci, pentru nivelul de semnificatie & = 0.05, regiunea de respingere este (25,95)°. Cum s; = 35, acceptdm

ipoteza nula.

Exemplul 3.2 Codul MATLAB corespunzitor este:

o = [454.4; 470.8; 447.5; 453.2; 462.6; 445.0; 455.9; 458.2; 461.6; 457.3; 452.0; 464.3; 459.2; 453.5; 465.8);
m = 460;
[p, h, stats] = signrank(x, m, lalphat, 0.05, rmethodl, lexact!)

Obtinem:
p = h = stats =

0.1688 0 signedrank : 35



4 Testul ¢t pentru date perechi

Acesta este un test parametric. Il mentiondm aici doar pentru a face diferenta intre acest test si alte teste nepara-
metrice ce pot fi utilizate pentru datele perechi. Testul poate fi aplicat pentru perechi de date pentru care difer-
entele intre valorile perechi sunt normale.

Testele parametrice aratd cum putem testa dacd mediile a doud variabile independente X si Y sunt egale
pe baza observatiilor facute asupra acestor variabile, {z;}."si {y; }?:1, unde m si n nu sunt neapdrat egale.
Existd insd situatii in care variabilele X si Y nu sunt independente intre ele. Spre exemplu, observatiile facute
asupra aceluiasi grup de indivizi inainte si dupa un tratament. In astfel de situatii, testul t pentru diferenta
mediilor studiat anterior nu se mai poate aplica. Presupunem cd X si Y sunt doud variabile (posibil corelate) si
cd (z1,y1) ..., (Tn, yn) sunt datele perechi observate. Notdm mediile teoretice ale acestor variabile prin: px =
E(X) si py = E(Y). In multe aplicatii se doreste a se determina cum este X fati de Y. Pentru fiecare pereche,
considerdm d; = z;—y; Presupunem cé variabilele corespunzitoare diferentelor, { D;}._, sunt normale, de medie
pp si deviatie standard op. Evident, avem cd up = px — gy, insd op nu mai este neapdrat egal cu a§( + U%,
egalitatea avand loc doar in cazul independentei dintre variabilele X si Y.

Conditiile testului: diferentele d; sunt aleatoare si repartitia din care au provenit este una normald.

Ipoteze statistice:

Teste unilaterale: Test bilateral:
(Ho) : up = pio, (Ho) : up = pio,
(H1),:pup < po(sau (Hy)y: pp > po) - (Hi) : pp # pio-

Pentru setul de date {d;}_,, notdm cu

i=1 i=1

Statistica test este

t— d— o
SD / \/ﬁ
Regiunile care duc la respingerea ipotezei nule sunt:
t < —t1_q n—1 pentru testul unilateral stanga, t| > ta n—1 pentru testul bilateral.

t > t1_qn—1 pentru testul unilateral dreapta.

De asemenea, testul poate fi efectuat pe baza unei valori P,, care poate fi calculatd in fiecare caz.

5 Testul Wilcoxon pentru date perechi

Este varianta neparametricd a testului anterior. Acest test este utilizat cAnd ipoteza de normalitate a diferentelor
nu este verificata.

Conditiile testului: repartitia diferentelor d; este una continua si simetrica. In cazul in care observatiile pentru
X si Y sunt continue si diferd doar prin valorile medii, atunci repartitia diferentelor va fi continua si simetrica.
Nu este necesar ca repartitiile lui X si Y sd fie simetrice.

Acest test verificd ipoteza nuld cd valoarea mediand Mep = Mex — Mey a diferentelor este una data.

Ipoteze statistice:

Teste unilaterale Test bilateral
(HQ)ZM@D:MG*, (H())ZMGD:Me*,
(H1),: Mep < Me* (sau (Hy),: Mep > Me*). (Hy) : Mep # Me*.

Pentru a testa aceasta ipoteza pentru mediana Mep se continud cu etapele testului Wilcoxon Signed-Rank Test
discutat anterior.

Exemplul 5.1 Acum aproximativ 100 de ani s-a fiicut un experiment pentru a vedea dacid medicamentele ar putea ajuta
insomnie severd (The Action of Optical Isomers, II: Hyoscines,]. Physiol., 1905:501-510). Au fost selectati 10 pacienti care



au avut probleme cu somnul, si fiecare pacient a incercat mai multe medicamente. Aici vom compara grupul de control (fird
medicatie) si cel ce a luat levo-hyoscind. Oferd medicatia o imbundtitire in timpul mediu de somn? Ipotezele formulate
sunt:

(Hp) : Mep =0, versus (Hy) : Mep < 0.

Tabelul datelor este urmdtorul:

Pacient 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Control (z;), 06 1.1 25 28 29 30 32 47 55 6.2
Medicament (y;); 25 57 80 44 63 38 76 58 56 6.1
Diferenta -19 —-46 -55 -16 -34 -08 —-44 -11 -01 0.1
Rangul cu semn —6 -9 10 -5 -7 -3 -8 -4 —-15 15

Deoarece se observi o egalitate la ultimele doud pozitii, cele doud ranguri inferioare primesc ca valoare media aritmetici a
rangurilor 1 si 2. Pentru un nivel se semnificatie o = 0.05, ipoteza nuld va fi respinsi dacd valoarea mdsuratd a statisticii
este sy <10-11/2 — 44 = 11. Cum sy = 1.5, aceasta se giseste in regiunea criticd. Prin urmare, medicamentatia oferi o
durati de somn semnificativ mai mare in medie, deci acceptam ipoteza alternativd.

Codul MATLAB corespunzitor este:

x =[0.6;1.1;2.5;2.8;2.9; 3.0; 3.2;4.7; 5.5; 6.2];
y = [2.5:5.7;8.0; 4.4; 6.3; 3.8; 7.6; 5.8; 5.6; 6.1];
[p, h, stats] = signrank(x,y, lalphat,0.05, imethod!, rexactr)

Obtinem:
p = h = stats =

0.0059 1 stgnedrank : 1.5000

6 Testul Wilcoxon bazat pe suma rangurilor (Wilcoxon rank-sum test)

Acest test este varianta neparametricd a testului ¢ pentru compararea mediilor. Este utilizat in cazul in care
ipotezele testului t nu sunt satisfacute (lipsa normalititii a cel putin unui set de date sau volumul datelor nu este
suficient de mare). Acest test mai se regdseste sub denumirea de testul Mann-Whitney.

Presupunem cd avem doud seturi independente de date continue, ale cdror valori observate in urma unui
sondaj statistic sunt reprezentate de {x;}.", si {yj}?zl. Notdm cu Mex si Mey medianele teoretice corespunzi-
toare repartitiilor din care provin aceste date. Se presupune cd X si Y au aceeasi distributie, singura diferenta
posibili fiind valorile lor medii. La nivelul de semnificatie o se doreste a se testa ipoteza nula:

Teste unilaterale Test bilateral
(Ho) : Mep = Me*, (Hp) : Mep = Me*,
(H1),: Mep < Me* (sau (Hy),: Mep > Me*). (Hy) : Mep # Me*.

Pentru a efectua testul, proceddm astfel: dacd admitem ipoteza nuld, atunci Mep = Me* . Presupunem ca
m < n (dacd nu e adevirat, renotam selectiile). Ordondm urmadtoarele valori in ordine crescdtoare:

x1— Me*,...xym — Me*,yy — Me*,...,y, — Me".

Statistica test va fi S* = suma rangurilor asociate cu valorile (x; — Me*) din sirul anterior. Cum, pentru orice in-
treg K, suma numerelor naturale pand la el este K (K + 1) /2, valoarea minimald a statisticii test este m (m + 1) /2,
valoare ce este atinsd atunci cdnd toate cantitdtile x; — Me* sunt situate la stinga diferentelor y; — Me*. Similar,
valoarea maximald posibild pentru statistica S* este atinsd atunci cand diferentele y; — Me* preced toate difer-
entele z; — Me*. in consecintd, dacd notdm cu s* valoarea, pentru datele méasurate a statisticii S*, valoarea sa
maxima devine

(m+n)(m+n+1) nh+1l) mm+2n+1)

s=n+1)+..+(n+m)= 5 - 5 = 5

Repartitia statisticii test este simetricd fatd de mijlocul intervalului dat de minimul si de maximul valorilor sale
posibile, iar valoarea de simetrie va fi (m (m +2n+1) +m (m+1)) /4 = m(m + n+ 1) /2. Valoarea critica su-
perioara pentru testul statistic va putea fi deci obtinutd prin intermediul valorii critice inferioare.



Regulile care duc la respingerea ipotezei nule sunt:

s* > ¢1, pentru testul unilateral dreapta, s* >csaus* <m(m+n+1)—c,

s* < ey =m(m+n+1)/2 — ¢, pentru testul unilateral stdnga. pentru testul bilateral,
unde c si ¢; sunt date in tabele. Avem
P(S*>c)~a, P(S*>c¢) ~a/2, atuncicandipoteza (H,) este adevarata.

Cum statistica de test are o repartitie discretd, simetricd, este posibil ca, In general, sd nu existe o valoare
criticd care sd corespunda cu exactitate pragul dorit de semnificatie . Tabelele furnizeaza informatii pentru
a € {0.05,0.025,0.01,0.005} si 3 < m < n < 8. Pentru valori mai mari ale numirului esantioanelor trebuie
utilizatd o aproximare prin repartitia normala.

Exemplul 6.1 Concentratia de fluor (pirti per milion) a fost misuratd la un esantion de animale ce a pdscut intr-o zond
de pisunat expusi anterior la poluarea cu fluor cit si pentru un esantion de animale ce a piscut intr-o regiune nepoluat.
Datele obtinute sunt cuprinse in tabelul urmitor.

Poluat 21.3 18.7 23.0 17.1 16.8 20.9 19.7
Nepoluat 14.2 18.3 17.2 18.4 20.0
Datele aratii cd, la un nivel de semnificatie o = 0.01, valoarea medie a concentratiei de fluoride este consistent mai mare in

zona poluatd fati de cealaltd?
Tabelul ordonat al datelor empirice este:

z Y Y z z T Y Y z Y Y Y
142 16.8 17.1 17.2 183 184 187 19.7 20.0 20.09 21.3 23.0

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

Avem m = b5sin = 7, P(S* > 47 : (Hy) este adeviratid) ~ 0.01. Valoarea criticd (inferioard) pentru ipoteza
alternativd stdnga este co = 5 - (54+ 7+ 1) /2 — 47 = 18. Ipoteza nuld va fi respinsd pentru s, < 18. In exemplul
prezentat, s, = 1+ 5+ 4+ 6+ 9 = 25, deci nu avem motive sd respingem ipoteza nuli pentru un prag de semnificatie
a = 0.01.

Codul MATLAB corespunzitor este:

x =[0.6;1.1;2.5;2.8;2.9; 3.0; 3.2;4.7; 5.5; 6.2];
y = [2.5;5.7;8.0;4.4;6.3; 3.8; 7.6; 5.8; 5.6; 6.1];

[p, h, stats] = signrank(x,y, lalphat,0.05, imethod!, rexactr)

Obtinem:
p = h = stats =

0.2677 0 ranksum : 25

6.1 Alte teste de tip Wilcoxon

Metoda utilizatd de reguld pentru determinarea intervalelor de incredere avand ca scop estimarea parametru-
lui unui repartitii presupune utilizarea unei statistici (Z,¢, x?, F) care depinde de parametru si evaluarea unei
inegalitati de tip probabilistic ce oferd capetele aleatoare ale intervalului ce va acoperi parametrul investigat. O
metodd alternativa constd in folosirea legaturii dintre testele statistice si intervalele de incredere. Un interval
de incredere cu un nivel de incredere de 100 (1 — a) % pentru un parametru A poate fi obtinut prin intermediul
unui test statistic cu grad de semnificatie «, la care formuldm ipotezele (Hy) : A = Ao versus (Hy) : A # Ao.
Instrumentele folosite ulterior vor fi cele doud teste Wilcoxon prezentate deja.

Testul Wilcoxon bazat pe ranguri cu semn pentru intervale

Pentru valorile empirice observate in urma unui sondaj de volum n, z1, ..., z,, un interval de Incredere avand
la baza rangurile cu semn si 100 (1 — &) % nivel de incredere, este format din toate valorile Me* pentru care



£, =2

5. =27 §p=1
=2 L ISy =25 NN

ipoteza nuld (Hy) : Me = Me* nu este respinsa pentru pragul de semnificatie .. Pentru aceasta, este suficient sa
exprimdm statista pentru test sub o altd forma:

X; +X;
S+:#{(l7])2§]7—|2_72M6*}a

cu valoarea masuratd sy = #{(¢,7) : ¢ < j,(x; +x,)/2 > Me*}. Echivalenta celor doud metode pentru calcu-
larea lui s, este usor de justificat. Numarul mediilor obtinute este C2 + n (primul termen fiind dat de perechile
cu elemente distincte, iar al doilea apare atunci cand facem media fiecdrei valori empirice cu ea insdsi), canti-
tate egald cu n (n + 1) /2. Dacd prea multe sau prea putine valori medii sunt mai mari sau egale cu Me*, atunci
respingem ipoteza nuld.

Exemplul 6.2 Observatiile urmdtoare reprezintd ratele metabolismului cerebral pentru 7 indivizi ai unei populatii: x, =
451,29 = 4.59, 23 = 4.90, x4 = 4.93, x5 = 6.80,x6 = 5.08,x7 = 5.67. Cele 28 de medii obtinute in urma realizirii
perechilor, sunt, in ordine crescitoare:

4.51 455 4.59 4.7705 4.72 4.745 476 4.795 4.835 4.90
4915 493 499 5.0056 5.08 5.09 513 5.285 530 5.375
5.655 5.67 5.695 5.85 5865 594 6.235 6.80

La pragul 0.0469, (Hy) este acceptatd. Datoriti caracterului discret al distributiei statisticii Sy, oo = 0.05 nu poate fi atins
cu exactitate. Regiunea de respingere {0, 1,2, 26, 27, 28} are cea mai apropiatd valoare in vecindtatea lui o pe 0.046. Deci,
pentru un numdir de medii cuprins intre 3 si 25 inclusiv, acceptim ipoteza nuld.

In general, odatd ordonate perechile in mod crescétor, capetele intervalului Wilcoxon sunt doud dintre medi-
ile "extreme". Notdm cea mai micd medie a perechilor cu Z(y), . iar cea mai mare cu Z(,,(,,+1)/2)-

Propozitia 6.1 Daci testul Wilcoxon de semmnificatie o, bazat pe ranguri cu semn are (Hy) : Me = Me* versus (H,) :
Me # Me*, atunci un interval de incredere cu 100 (1 — o) % nivel de incredere pentru Me este

(Zn(nr1)/2-c41)5 T(e)) -

Tabelele oferd valorile lui ¢ pentru n € {5,6, ...,25}. Pentru volume de selectie mai mare, se foloseste ca si
statistica de test standardizarea lui S . Valoarea aproximanta a punctului critic ¢ va fi acum

n(n+1) n(n+1)(2n+1)
Caproxr = 4 — + ZQ/Q\/ Y .

Eficienta intervalului Wilcoxon in raport cu intervalul obtfinut prin testul ¢ este aproximativ aceeasi cu efi-
cienta testului Wilcoxon in raport cu testul ¢. In particular, pentru volume mari de selectie, atunci cand populatia
este repartizatd normal, intervalul Wilcoxon va avea tendinta de a fi putin mai lung decat intervalul ¢. In cazul
in care populatia este non-Gaussiand (dar cu repartitie simetricd), atunci intervalul Wilcoxon va tinde sa fie mult
mai scurt decat intervalul obtinut prin testul ¢.

Testul Wilcoxon bazat pe suma rangurilor pentru intervale

Pentru a obtine intervalul de incredere asociat valorilor empirice x;,y;, cul < i < m,1 < j < n, exprimam,
din nou statistica de test sub o noud formd. Cea mai mica valoare pentru S* este m (m + 1) /2 si sunt mn diferente
de forma (X; — Me*) — Y;. Obtinem
m(m+1)

5 .
Neacceptarea ipotezei nule (Hy) : Mep = Me* este echivalentd cu acceptarea ipotezei alternative daci cantitatea

s* = #{(i,j) 1 x; —y; > Me*} + m(m+ 1) /2este prea micd sau prea mare. Similar testului precedent, avem
urmdtorul rezultat.

S*=#{(1,4): X; = Y; > Me*} +



Propozitia 6.2 Fie 1 x2, ..., Tm Si Y1, Y2, ..., Yn, valori observate pentru doud caracteristici continue, ce nu diferd prin
forma repartitiei. Notind d;; = x; — y;, pentru toti i, j,ordondm diferentele valorilor observate, pentru a forma girul
crescitor d;j(1), d;j(2), -+ dij(mn)- Intervalul de incredere, cu un nivel de incredere 100 (1 — a) % pentru Mep este

(dij(mn—c+1) s dz](c) ) ;
unde c este valoarea criticd a testul Wilcoxon bazat pe suma rangurilor, corespunzitoare unui prag de semnificatie cv.

Pentru volume de selectie mai mare, se foloseste ca si statistica de test standardizarea lui 5*. Valoarea aprox-
imantd a punctului critic ¢ va fi acum

mn mn (m+n+1)

Caproxr = 7 + Ra)2 12 )

unde z, /, este cuantila de ordin /2 pentru repartitia normala.

7 Testul seriilor pentru caracterul aleator

Testul seriilor (en., runs test) este un test neparametric ce verifica ipoteza ca un sir de date bivariate este aleator
generat (i.e., datele statistice constituie o selectie aleatoare dintr-un sir infinit de valori).

Conditiile testului: Datele bivariate sunt independente.

Ipotezele testului:

(Hp) : wvalorile observate provin dintr-un sir aleator,
(Hy) : valorile observate nu provin dintr-un sir aleator.

Dacd o anumitd valoare a unui anumit sir de caractere este influentata de pozitia sa sau de valorile ce o preced,
atunci selectia generatd nu poate fi aleatoare.

Definim notiunea de serie sau faza (en., run) ca fiind o succesiune a unuia sau mai multe simboluri de acelasi
tip, care sunt precedate si urmate de simboluri de alt tip sau niciun simbol. De exemplu:

001111010010 sau MFFFMFFFFFM sau ++———4++—4+—4++—

Numarul de faze si lungimea lor pot fi folosite in determinarea gradului de stochasticitate a unui sir de sim-
boluri. Prea putine sau prea multe faze, sau de lungimi excesiv de mari sunt rare in serii cu adevarat aleatoare,
de aceea ele pot servi drept criterii statistice pentru testarea stochasticitdtii. Aceste criterii sunt adiacente: prea
putine faze implica faptul ca unele faze sunt prea lungi (se observa o persistentd), prea multe faze implica faptul
cd unele faze sunt prea scurte (se observa o secventd in zigzag). Asadar, ne vom preocupa doar de numarul total
de faze.

Fie n; si ne numadrul de simboluri 0, respectiv, 1 din sir. Numadrul total de semne este n = n; + no. Fie ry sirs
numdrul de faze ce corespund simbolul 0, respectiv, 1 din sir. Numarul total de faze este r = 1 + r2. Vom nota
cu litere mari, R, , R, sau R, variabilele aleatoare ale ciror realizdri sunt 7 , 2, respectiv, r.

Sa exemplificim aceste notiuni pentru sirurile considerate mai sus. Primul sir de n = 12 cifre este constituit
din r = 7 faze: r; = 4 faze de 0 si ro = 3 faze de 1; n; = ny = 6. Al doilea sir este format din r = 4 faze, r; = 2
de M siry, = 2 de F, iar ultimul sir de n = 19 este constituit din r = 10 faze, cate r; = ro = 5 din fiecare + sau
—. Alegem ipoteza nula:

(Hp) : sirul este aleator (fiecare aranjament de 0 si 1 este echiprobabil),
(Hy) : sirul nu este aleator.

Se pot considera si ipoteze alternative:

(H,), : datele au o tendinta de a se aduna chiorchine,
(Hy), : datele au o tendinta de a se rasfira.

Putem gdsi repartitiile variabilelor aleatoare R; , R2 sau, mai reprezentativ pentru test, R.
Presupunem cd existd n; elemente de 0 si ny elemente de 1 Numarul de faze este dat de variabila aleatoare
R, a cdrei distributie discretd o vom determina. Pentru inceput, dat r € N,

P(R=r)= # permutdrilor ce produc r faze _ # permutdrilor ce produc r faze
7 # permutdrilor obtinute cun; de Osin, de 1 '

mn1
ni+nsa
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In ceea ce priveste numaratorul, procedam astfel. Putem ignora cazul r = 1 deoarece acesta are loc daci n; = 0
saung = 0.
Presupunem, pentru inceput cd numarul de faze r este par, avand forma r = 2m, m € N. Considerdm
exemplul:
00 1111 0 1 00 1

Avem
{m:nl(O):E), ng = ng (1) =6, n=n;+ng =11

r1 =171 (0) =3, ro =19 (1) =3, r=ri+rs=6=2m, m=3.

e Dacd primul element din secventd este 0, determindm numaérul de secvente ce contin exact » (= 6) faze.
Cum secventa incepe cu 0, ea trebuie sd se incheie cu 1, pentru ca r sa fie par. Dupd cum vedem in exemplul
considerat, avem m = r; = 3 faze de 0 sim = ry = 3 faze de 1.

e Pentru inceput, determindm numairul de posibilitdti in care putem impdrti un sir de n; (=5) de 0 in r;
(= m = 3) faze distincte. Ori, aceasta se poate realiza prin plasarea intre zerouri a cate unui separator de 1
inr; —1(=m —1=2) pozitii. Aceasta se poate realiza in C:Z:l =C 1 moduri.

e Similar, determindm numadrul de posibilititi in care putem obtine ro (= m = 3) faze (grupe distincte) avand
la dispozitie cele ny (= 6) valori de 1. Acest numadr de posibilitati este C’n";__ll = Zij

e Prin urmare, numadrul de aranjari distincte ce porneste cu primul element 0, avand fazele intercalate in
modul solicitat, va fi deci
r1—1 ~ro—1 m—1 o r/2—1 ~Nr/2—1
Cnl— an—l Cnl— C Cn1—1 C’712—1 .
¢ Analog, in cazul in care r este par, iar primul element din sir este 1, atunci ultimul trebuie s fie neapérat 0.
Repetam rationamentul, dar rolul lui 0 il joacd acum 1 si reciproc. Obtinem, exact ca in etapele anterioare

cd existd tot Cn/ 27110% 2_11 posibilité’gi de obtinere a fazelor, adicd, adunand cu valoarea obtinutd anterior,

avem un total de 2C 71 Cry ! moduri de a forma cele r = 2m = m + m = r1 + r, faze.

e Concluzionand, dacd r este par,

207/2 107'/2—1
P(R=r)="—"m—_naml

Cnl (1)

Presupunem acum cd numarul de faze r este impar, avand forma r = 2m + 1, m € N. Consideram exemplul:
00 1111 0 11 00 1 O

Avem

ny =ny (0) = 6, ne =ng (1) =7, n=ni+ny =13
ri =11 (0) =4, ro =719 (1) =3, r=ri+ro=7=2m+1, m=3.

Este evident c4§, si in acest caz, intercalarea seventelor va implica faptul cd r; = o + 1. Dacd vy = ry + 1, atunci
sirul va incepe obligatoriu cu un 0, iar daca r; = r, — 1, atunci primul element trebuie si fie neapédrat 1. Dupa
cum am vazut in cazul precedent, dacd 1 = r (adicd r este par) atunci sirul poate incepe, in egald mdasurd, atat
cu 0 cat si cu 1 si de aceea probabilitdtile de la numaratorul formulei (1) se dubleaza.

Pentru cazul cand r este impar, utilizim aceleasi rationamente pentru a numdra modul de a obtine fazele
dorite. De data aceasta, secventele trebuie sad inceapa si sd se termine cu acelasi simbol. Dacd acesta este 0, cum
trebuie inserat un 1 suplimentar cazului in care r era par, obtinem C’]{Ll secvente posibile in care un 1 singular
actioneazd ca un delimitator intre fazele cu 0. Din nou, sunt Cm 1 moduri de a distribui pe 1 si C;;;,lcnz 1
moduri de a obtine r faze dacd primul element din secventd este 0. Slmllar, dacd secventa incepe cu simbolul 1,
gdsim '~} C™ _, moduri de a determina fazele. Prin urmare, daci r este impar,

m m— m—1 ~m (r=1)/2 ~(r=3)/ (r—3)/2 (7“ 1
P(R = Cnlf Cn + Cnl— ng—1 Cnl— an 1 + Cnl— C 2
( - T) Cnl - ont : 2)

Putem determina distributia vectorului aleator (R, R2) si obtinem urmétorul rezultat (vezi Dickinson Gibbons,
Chakraborti [6, Theorem 2.1]).

11



Teorema 1 Dacid Ry si Ry sunt variabilele aleatoare corespunzitoare numdrului de faze 1, respectiv o, secventa aviand
ny simboluri de 0 si ny simboluri de 1,atunci repartitia vectorului aleator (Ry, Ry) este f(g, r,) : R* — [0,1],

CTl—lcTz—l
Cm1tnat =1,2 =1,2 = =ry+1
f(Rl,Rg) (T17T2) n1 , m=La4..,n, 1T2=1,24,..,Nn2, T1 =72 Sau T1 =712 ’
ni+nsg

undec=2dacir =rosic=1ldacir, =rq + 1.
Rezultatul permite obtinerea repartitiilor marginale pentru variabilele aleatoare R; si R».
Corolarul 7.1 Distributia marginali a variabilei aleatoare Ry este fr, : R —[0,1],

CTI*I
ny— no+1
fr, (1) = 10?2, r=1,2,...,n.

ni1+nq
Pentru variabila aleatoare Ry obtinem o formulid similard, prin interschimbarea valorilor nq si ng.

Demonstratie. Densitatea vectorului aleator (Ri, R) aratd cd ro € {ry,71 — 1,r1 + 1}, pentru orice valoare a lui
r1. Prin urmare,

fry (1) Z le,RQ (r1,72) -

Putem deci obtine, in urma unor calcule combinatorice,

e SRy (1) = 200 ORI+ O TIC T + Oy =R (O + O+ O + Gl y)

ni—1-"ng—1 ni—1 TL2 1 ni—1 no—

= Crli (CT1—1+CT1) Crlilcnz+17

ny— no no ny—
iar demonstratia este, astfel, incheiata.

Testul exact. Dacd secventa contine simbolurile 0 si 1, atunci numérul minim, respectiv maxim, de faze ce se
pot forma sunt:
Ruyin = 2, respectiv Riax = 2min{ny,na} + 1.

Avand in vedere repartita discretd a statisticii R, datd de formulele (1) si (2), pentru ipoteza alternativa la dreapta
"prea multe faze" (datele au o tendinta de a se rasfira) putem determina exact valoarea criticd superioard pentru
numadrul total observat de faze:

Rmax
P(R>r)=)Y ""P[R=v).

Pentru ipoteza alternativd la stinga "prea putine faze" (datele au o tendinta de a se aduna ciorchine) putem
determina exact valoarea criticd inferioard pentru numdrul total observat de faze:

P(Rg):ZZ:R P(R=w).

Pentru testul bilateral, valoarea critica este datd prin:

B(R)—|r—B(R)| Ruax

PUR-B(R) > r-BR)=Y " PR=u+Y T P(R=0).

Testul exact este, in mod evident, mai precis decat testul Z si trebuie folosit daca este posibil. Insa acest test nu
poate fi aplicat daca secventa aleatoare contine mai mult de doud tipuri de simboluri distincte.

Vom avea nevoie in cele ce urmeazad de momentele teoretice de ordin & ale variabilei aleatoare R (in special
cele de ordinul 1 si 2). Formulele (1) si (2) permit sd scriem formula generald a momentului de ordinul £ al lui
R:

7‘/2 107‘/2 1 C(T 1) /QC(T 3)/ +O(7‘ 3) /20(7‘ 1)/
Rk) — Zrkp (R _ Z2r nl—}I na—1 + Z ni—1 ng— 1 _ ny—1
r T par C7L11+'L2 7 impar 7l11+712

Putem presupune, fird a restrange generalitatea, cd n; < ng siatuncir € {2,3,...,2n; + 1}. Notdm r = 2¢ dacd r
este par si 7 = 2i + 1 dacd el este impar, caz in care i € {1,2,...,n1}.
Media variabilei R devine:

Cglm(R):ZZ 401 - 11+Z (2i+1)CL _,CE 11+Z 2i+1)Cit ol

ny— no no ny—

Pentru evaluarea celor trei sume avem nevoie de urmatoarele doud observatii combinatorice, punct in care media
devine un simplu exercitiu.
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Lema 7.1 Au loc relatiile:
Z CmCr=Cly,, unde ¢ = min{m, n}.

) Z Cr.Crtt = om il unde ¢ = min{m,n — 1}.

m~n m—+n?

Demonstratie. (a) Pornim de la egalitatea evidenta

m+n . . n E k .
g o Crin E i 0 JE kZOC’"z , pentru orice x € R.

Presupunem, fard a restrange generalitatea, cd ¢ = m si, egaland coeficientii lui ™ din ambii membri obtinem
cm. ., =3 ,Cm=rCr iar punctul (a) este demonstrat.

(b) Abordarea este similard punctului (a) , egaland coeficientii lui z™ ! din ambii membri.

O metoda mai elegantd pentru abordarea momentelor teoretice ale lui R este sugeratd de faptul ca aceasta
variabild aleatoare poate fi consideratd ca fiind suma unor variabile aleatoare elementare. Fie

R=1+I+I3+..+1,
unde am definit
I — { 1, dacd elementul de pe pozitia k # elementul de pe pozitia k — 1,
0, 1in caz contrar.
Este evident cd, pentru orice k, I, ~ B (1,n1n2/C%) si obtinem

E(I) = B(I2) = —=""2_ o B(R) =1+ B()=1+

n(n—1) n

D?(R) = D? (Zzzzlk) (n—1) D2 (Iy) +ZZQ<#;€<” ov (I;, 1)
=(n-DER)+33, B~ (- 1) (E(L)’

2n1n9

Evaluarea celor (n — 1) (n — 2) momente E (I,I},) se face astfel:
1. pentru cele 2 (n — 2) situatiiincare j =k —lsauj=Fk+1:

ninsg (n1 — 1) + naong (ng — 1) o mang

B0 = n(n—1)(n—2) T nn—1)

2. pentrucele (n —1) (n — 1) — 2 (n — 2) = (n — 2) (n — 3) cazuri rdmase, in care j # k, avem:

471177,2 (711 - 1) (n2 — 1)
nn—1)(n—2)(n—3)

E(L;1) =

Introducénd aceste medii in formula dispersiei lui R, obtinem:

D (R) 2n1Mo n 2(n—2)ning n dning (np — 1) (ng — 1) B 4n2n3 _ 2ning (2n1ne — Ny — N2)
n n(n—1) n(n—1) n? n2(n—1)

Pentru a trage o concluzie asupra modului in care se aplicd acest test statistic distingem urmatoarele douad situatii.

Cazul I: Cand n; si ng sunt mari (i.e. ny > 12, ny > 12), variabila aleatoare R, corespunzdtoare valorii r are o
repartitie aproape normald, R ~ N (u,0?), unde

=2
a n?(n—1) n—1

mng 1. oo \/2711712 (2ning —n) _ (p—=1)(p— 2)'

n
Demonstrarea acestui comportament asimptotic se poate studia in articolul [Wald, A.; Wolfowitz, J., On a Test
Whether Two Samples are from the Same Population, Annals of Mathematical Statistics, Volume 11, Number 2 (1940),
147-162]. Asadar, statistica

z=B=1 n0).
(o
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poate fi utilizatd pentru testarea ipotezei nule (Hy) . Pentru testul bilateral, ipoteza nuld este admisa daca, pentru

cuantila de ordin 1—c//2 a repartitiei normale, avem |(r — p) /0| < z1_,/2. Altfel, se respinge ipoteza nuld. Pentru

testul unilateral, conditia de respingere a ipotezei nule este

T_MS_Zl—av i
g g

pentru test unilateral stanga. pentru test unilateral dreapta.

Z Zl—a

Acest test Z asimptotic nu numai cd este mai putin precis decat testul exact, dar este mai putin precis si decat
testul Z asimptotic, cu corelatie pentru continuitate. Pentru acesta se utilizeazd statistica

R—pu—-05
#77 dacar > u
Lee = g
w7 daca r < p.
g

Cazul II: Cand nysi ne sunt mici (ny < 12,ny < 12), valorile critice pentru r sunt tabelate. Astfel, pentru
testul bilateral, regiunea care asigurd acceptarea ipotezei nule este ro, 1, <7 < 7, .U

Pentru testul unilateral stinga, ipoteza nuld va fi respinsd dacd r < r4, 1. Pentru testul unilateral dreapta,
ipoteza nuld va fi respinsd dacd r > rq, u.

Testul pentru caracterul aleator al seriilor poate fi folosit in urméatoarele situatii:

e testarea caracterului aleator a unei selectii de date, prin marcarea cu + a valorilor ce sunt mai mari decat
mediana si cu — ale celor ce sunt mai mici decat mediana. Valorile egale cu mediana sunt omise si n este
ajustat In consecinta.

o testarea ipotezei cd doud esantioane sunt observatii independente ale aceleiasi repartitii (testul Wald-
Wolfowitz).

e testarea potrivirii unei functii cu un set de date, prin marcarea cu + a valorilor ce sunt mai mari decat
valoarea functiei si cu — ale celor ce sunt mai mici decat valoarea functiei. Valorile egale cu valoarea
functiei sunt omise si n este ajustat In consecintd. Acest test nu tine cont de distante dintre date si functie,
ci doar de semne, spre deosebire de un test y>.

Exemplul 7.1 La imbarcarea animalelor in arcd, pentru a evita ruperea puntii de urcare, Noe a vrut sid vadd dacd sirul
animalelor ce urca pe punte este distribuit aleatoriu din punct de vedere al maselor. [n acest sens, a decis si marcheze cu —
animalele ce au masa mai micd decdt a lui si cu + pe cele cu masa superioard. La o secventi de 25 de animale, obtine sirul
binar:

e e e e S

Pentru nivelul de semnificatie considerat o. = 0.05, se poate accepta ipoteza nuli care afirmd ci deviatia masei de la medie
(consideratd cea a lui Noe) este aleatoare (se accepti ipoteza nuld (Hy)) sau nu (se respinge ipoteza nuli)?

In exemplul considerat, r = 10, ny = 15, ng = 10, 1y = 5, 7o = 5. Valoarea critici inferioard este v, 1 = 11, iar
valoarea criticd superioard este ro, v = 21. Cum r < 11, respingem ipoteza nuld.

8 Testul Wald-Wolfowitz (Wald-Wolfowitz two-sample runs test)

Testul Wald-Wolfowitz este o alternativd neparametricd a testului t pentru selectii independente. Este utilizat
in testarea ipotezei cd doud esantioane sunt observatii independente ale aceleiasi repartitii. Reamintim, testul ¢
pentru doua selectii decide dacd doud selectii independente provin din doud caracteristici ce au aceeasi medie.
Testul Wald-Wolfowitz poate depista chiar mai multe diferente dintre cele doud repartitii decat poate depista
testul t pentru doud selectii. Spre exemplu, testul W-W poate depista diferentele dintre mediile sau dintre formele
caracteristicilor din care provin cele doud seturi de observatii. Este eficient pentru un volum al selectiei cel putin
moderat, e.g. cel putin egal cu 10.

Conditiile testului: Datele observate sunt observatii aleatoare ale unor caracteristici continue independente.
Presupunem cd avem doud seturi de date, {z;};_; si {y;}]_, -

Ipotezele testului:

(Hp) : Cele doud seturi de date provin din aceeasi repartitie,

(Hy) : Cele doud seturi de date provin din repartitii diferite.
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Pentru a testa ipoteza nuld, datele observate se vor scrie impreund, in ordine crescitoare, fiecare observatie fiind
codatd cu 1 sau 2, dupd cum provine din setul 1 sau 2 de date. Testul Wald-Wolfowitz are la bazi ipoteza nuld
ca fiecare valoare observatd din sirul combinat este extrasa independent dintr-o aceeasi repartitie datd. Statistica
test este 7 = numadrul de faze (runs) observate in sirul obtinut prin alipire. Dacd aceastd statisticd ar avea o
valoare numericd micd, atunci acest fapt indica un anumit trend in datele alipite (datele ce provin din acelasi set
tind sa se adune in clustere), adica putin improbabil ca aceste date s fi provenit din aceeasi repartitie. Pe de alta
parte, un numaér mare pentru r este un indiciu ca datele sunt observatii aleatoare ale unei repartitii, fapt care va
duce la acceptarea ipotezei nule. In cazul in care valori ale sirului = coincid cu valori ale sirului ¥, la codarea lor
in sirul alipit se va cduta continuarea fazei deja incepute. Decizia se va lua pe baza unor valori tabelate, astfel:

Daca r < 7., respingem ipoteza nuld, dacd r > r., acceptam ipoteza nula.

Pentru volume mai mari de 20, se poate folosi statistica R = ¥, unde y este numéarul mediu de faze si o
deviatia sa standard:

o= 1+ 2711712 . o= \/2%1712 (2711712 —niy — ng)

1 .
ny + no s (77,1 + n2)2 (n1 + ng — 1)

Dacd ipoteza nuld este admisd, atunci statistica R urmeazd o repartitie normald N (0,1) . Pentru a lua decizia,
procedam astfel:

Dacd |R| > 2z1_q/2 , atunci respingem ipoteza nuld. Altfel, o acceptam.

Exemplul 8.1 Un observator astronomic receptioneazi, in doud seturi de mdsurdtori, semnale radio. in primul set de
mdsurdtori inregistreazd 12 transmisiuni, iar in cel de al doilea 15 transmisiuni, ale ciror secunde se regisesc in tabelul
urmdtor. La un nivel de semnificatie o = 0.05, si se decidii dacii cele doud seturi de date provin de la acelasi emititor, adici
provin din aceeasi repartifie.

Setul1 1.2 32 26 19 18 22 30 24 19 26 21 31 24 20 1.8
Setul2 1.6 24 2.7 19 26 28 20 31 25 22 28 35

Ipotezele formulate sunt:

(Hy) datele provin din aceeasi repartitie (adicd sunt omogene) —versus
(H.) seturile de date provin din repartitii diferite.

Alipim cele doud siruri de date, le ordondm crescitor si le atasdm codurile seturilor din care provin. Acolo unde sunt valori
egale, atagdm codul vecinului din stdnga, pentru a realiza continuarea de fazdi:

Date 1.2 16 18 18 19 19 19 20 20 21 22 22 24 24 24
Cod 1 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1

Date 2.5 2.6 26 26 27 28 28 30 31 31 32 35
Cod 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2 1 2

Numdrul total de faze este r = 14, dintre care r1 = 7 gi ro = 7. Dacd dorim si aplicdm cazul asimptotic,

14 —14.33

n = 1433, g = 2515, Rempz'ric = 2515

= —01312, 20.975 = 1.96.

Cum |Rempiric| < 20.975, nu avem motive pentru respingerea ipotezei nule la un nivel de semnificatie o = 0.05.
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